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STRONG LAWS OF LARGE NUMBERS FOR ARRAYS
OF BLOCKWISE M-DEPENDENT RANDOM SETS

LUAT MANH SO LON CHO MANG CAC BIEN NGAU NHIEN
DA TRI M-PHU THUQC THEO KHOI

Hoang Thi Duyén
Truong Pai hoc Quang Binh

ABSTRACT: In this paper, we establish strong laws of large numbers for arrays of
blockwise M-dependent random sets in separable Banach space.
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TOM TAT: Trong bai béo nay, chiing t6i thiét Iap mét sé ludt manh sé lém cho mdng
cdc bién ngdu nhién da tri M-phy thudc theo khoi trong khéng gian Banach thuwce kha ly.

Tirkhéa: Bién nngu nhién da tri, M-phu thugc, theo khoi, datri, kyvong.

1. GIOI THIEU

Khai niém M-phu thudc theo khéi
cho diy céac bién ngau nhién di duogc gidi
thiéu béi Moricz [7], sau d6 tac gia da
mo rong luat s6 16n Kolmogorov c6 dién
(xem [3]) sang truong hop M-phu thudc
theo khdi vao nam 1997. Két qua cua
Moricz [7] di dugc tong quat boi
Gaposhkin [5]. Mdricz, Stadtmiiller va
Thalmaier [8] da tiép tuc nghién ciru khai
niém M-phu thudc theo khdi cho mang
cac bién ngau nhién, sau dé cac tac gia
chimg minh luit manh s6 16n cho mang
cac bién ngau nhién M-phu thudc theo
khdi duéi diéu kién moment. Vao nim
2011, Stadtmiiller and Thanh [11] da
dinh nghia lai khai niém nay theo mdt
cach khac va da thu duwoc mot sd luat
manh s 16n cho mang cac bién ngau
nhién M-phu thudc theo khéi voi khéi tuy
y. Gan day, Castaing, Quang va Duyén

[2] dd dua ra dinh nghia bién ngiu nhién
da tri M-phy thudc theo khéi, sau d6 cac
tac gia da thiét 1ap luat manh s6 16n cho
mang cac bién ngiu nhién da tri dudi sy
hdi tu Wijsman, hoi tu slice compact yéu,
héi tu slice va hoi tu Mosco. Trong bai
bado nay ching t6i nghién ctu sy hoi tu
Hausdorff cho mang céc bién ngau nhién
da tri M-phy thudc theo khoi.

Trude hét chung t6i xin gidi thidu
mét sd ki hiéu, dinh nghia dugc st dung
trong bai bao nay. Cho (Q,F,P) la
khong gian xé4c sudt day da va E 1a khong
gian Banach thuc kha ly. Ta ki hiéu P(E)
1a ho tit ca cac tap con khac rong cua E,
c¢(E) (twong ung, cc(E), ck(E), k(E)) la
ho gdm céc tap con dong (twong ung, 16i
dong, compact 10i, compact) khic rong
cia E va B(E) 1a o -dai s Borel trén E.

Véi A,Bek(E), khoang cach
Hausdorff ctia 4 va B dugc dinh nghia bdi
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d, (A,B)=max {sup d(x,B),supd(x, A)}.

xeA xeB
Khong gian (k(E),d,) la khong gian
metric du va kha ly (xem [1,16]). V&1 X
la bién ngﬁu nhién da tri, Anh xa
X:Q=3E tud Q vao P(E) dugc goi la
anh xa da tri. Anh xa da trji X:Q=E
dugc goi 1a anh xa F-do dugc néu véi
mdi Be ¢(E), tacd
X (B) = {a)eQ: X(a))mB;t@} e F.
Anh xa da tri X:Q=E nhédn gid tri
trong c(E) duoc goi 1a bién ngau nhién da
tri néu X 1a 4nh xa F- do duogc. o-dai
s6 trén ¢(E) dugc sinh boi cac tap

U ={FecE): FnU = &},

vol U la tap con mo cua E, goi la o -dai
s6 Effros va duoc ki hiéu la B, ;. Véi X
1a bién ngau nhién da tri, ta ki hiéu
F =i X'U)Ue B. g} » trong d6

X'(U)={weQ: X(w)eU}.
Khi d6 F, 1a o -dai s6 con bé nhat ctia
F ma X do dugc. Phan phdi cia X 1a
mot do do x4c suit P, trén B, va

duoc xac dinh boi
P (8) = {P(X (W) : 8 € B}

Ta ki hidu L (Q, 5 P) la khong gian
Banach gém cac bién ngiu nhién
f:Q—E sao cho |f| =E(|/])<o
Néu E =R thi ta viét gon L' (Q, F,P)
la L'. Ta dat

S, ={f eL(Q, FP): f(®)e X(w) hcc.}.

Ky vong EX cua bién ngiu nhién
da tri X trén Q0 duogc dinh nghia nhu sau
EX={Ef € S},
trong d6, Ef la tich phan Bochner thong

thuong cua f.

Bién ngau nhién da tri X duoc goi
1a kha tich néu tap S - & . Ngoai ra, X
duoc goi 13 bi chin kha tich néu bién
ngau nhién thyc

| X[ (@) = sup{] x|:x € X (@)}
kha tich. Mot bién ngiu nhién da tri bi
chan kha tich thi kha tich nhung chiéu
ngugc lai khong ding. Mot mang cac
bién ngiu nhién da tri {X,,,:mn>1}
duogc goi la doc 1ap (twong ung, doc lap
d61 mot) néu mang cic o -dai s6 sinh boi
ching {Fy,  mmn=>1} doc lap (twong
ung, doc 1ap do61 mdt) va dugc goi la
cung phan phdi néu tit ca cac phan phdi
PX» ctia chung déu bang nhau. Ki hiéu
B:. 1a hinh cau déng don vi cia E lién
két véi topd cua su hoi tu compact
C(EE*) la khong gian Banach thuc kha
ly gom tit ca cac ham lién tuc ¢ xac
dinh trén B_. lién két v6i chuan cua su

hoi tu déu || @], = sup |@(x")|. Ta ciing

x eB’
ki hiéu L}, (Q, F,P) la khong gian
gém cac bién ngﬁu nhién da tri bi chan
kha tich nhan gid tri trong ck(E) va
L . (Q,F P) lakhong gian gom tt ca

C(Eé*)
cac bién ngiu nhién kha tich nhan gia trj
trong C(Eé*).



Gia st X €L, (Q, F,P), theo [9] ta ¢6
E(5°(,X)eC(B.), gi4 tri cua ham
E(5 (X)) tai x

duoc cho boi

EWS (. XN)x)=EWS (x,X)=0 (x",EX).

Ngoai ra,qua 4nh xa j: X — & (,X),

khong gian ﬁik(E)(Q, F,P) dugc nhung

nhu 12 mot non 16i vao khong gian

Lo, (@ F.P) sao cho v6i moi bién

ngau nhién da tri X e}, (Q, F,P),

E(j(X)) = j(EX)

vavoimoi X,Y €Ly, (Q, F,P) taco

1j(X)~ EG)L, = dy (X EY).

2. CAC KET QUA CHINH

Gia st M 1a s nguyén khong am.
Mot ho hitu han cac bién ngau nhién da
tri {X,,...X,,} duoc goi la M -phu
thuoc néu hoic mvn<M hodc
m\ n> M va cic bién ngau nhién da trj
{X),...X,} doc lap véi cac bién nglu
nhién da tri {X,,..X,} khi
(k—i)v(I—j)>M. Mot mang cic bién
ngiu nhién da tri {X, :m>1,n>1} dugc
goi 1a M-phu thuoc néu véi mdi
m>1,n>1, cac tip ngau nhién da tri

{X,.... X, } la M -phu thudc.

Xét {u, :k=1} va {v,:/>1} 1a hai
diy cac s6 nguyén duwong véi u, =v, =1.
bat A, =[u,,u,.)x[v,v.,), k=LI>1.

Ta néi rang mang cac bién ngau nhién da
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tri {X, :m>1,n2>1} 1a M -phu thudc
theo khdi tuong tmg v&i cac khoi
(A, k>11>1}, néu véi mdi k>1 va
I>1, cic bién ngdu nhién da tri
{X,, :(mn)eA,} 1la M -phu thudc.
Véi hai day {u, :k>1}, {v,:1>1} va
(A, k>11>1} & trén, véi mdi m>0,
n=0, k>1,/>1, ching t6i gidi thiéu
cac ki hiéu sau:
A ={(i, j): 2" <i< 2™ 2" < j< 2™,
Agln) =4y, NA™,
I, ={(k,D):A" =D},
" =min{izielu,,u,,,)N[2",2"")}
s =min{i:ie[v,v,,)N[2",2"")},

c,,=card/

o(k,1) =22 ¢yl (K1),

i=0 j=0
(k1) = max (i, j),
i<k,j<l
trong d6 7, 1a ham chi ti€u cua tép

AP i>0,7>0.

Trude tién, ching to6i dua ra tinh
chat quan trong ctia mang cac bién ngiu
nhién da tri trong khong gian Banach
thuc kha ly.

B6 dé 2.1 (xem [2, B dé 3.2]) Néu
{X :mmn>1} la mang cic bién ngiu
nhién da tri M -phu thudc theo khoi
twong g v6i cac khdi {A, 1k >1,1>1}

va anh xa v :c(E) — R do duoc Effros,
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thi {y (X, ):mmn=1} la cac bién ngiu
nhién M -phu thudc theo khdi trong tng
voi cac khdi {A,, tk>1,1>1}.

DPinh ly dudi day thiét lap luat
manh s6 16n cho mang cac phan tir ngau
nhién M -phuy thudc déi mot theo khéi.
Két qua nay dd mé rong [4, Pinh 1y 2.3]
sang mang cac bién ngiu nhién M -phy
thudc theo khéi va compact kha tich déu
theo nghia Cesaro.

Pinh ly 2.2 [2,Dinh ly 3.1] Gia st
1<p<2va{X, :mmn=1} la mang cic
bién ngdu nhién nhan gia tri trong E.
Néu {X :m>1n>1} la compact kha
tich déu theo nghia Cesaro, M-phu thudc
theo khéi
(A, k>1,1>1} vanéu

tuong ung véi cac khoi

izE(” mn“ ((D(WI n))p1<oo

m=1 n=1
thi ta co

lim —ZZ(X.J. —-EX,;)=0hc.c.

MmNV Nn—»0 mn i-1 j 1

Dinh 1y duéi day thiét lap luét
manh sd 16n cho mang cac bién ngau
nhién da tri nhan gia tri compact 16i trong
khong gian Banach thuc kha ly.

Pinh ly 2.3 Gia st 1< p<2 va
(X, :mn>1} la mang cac bién ngiu
nhién da tri bi chdn kha tich nhan gia tri
ck(E). Néu {X, :m>1n>1}

compact kha tich déu theo nghia Cesaro,

trong

M-phu thudc theo khdi twong tmg véi cac
khdi {A, 1k >1,/>1} vanéu

> 3D gty <o

=1 n=l

thi ta co

lim d (—ZZXU,

—0
mvn zl/l

—ZZE -) =0 h.c.c.

i=l j=1
Chung minh. Vi {X, :m,n>1} la mang
cac bién ngau nhién da tri bi chan kha
tich nhén gid tri trong ck(E) nén
{(5°(-X,):mn>1} 1a mang cac bién

ngﬁu nhién nhan gia tri trong khong gian

C(B )(Q F,P).
Vl |an | - ”5 ( mn ”oo nén ta Cé
> = B8 (X))
3 (16X, (Pm.m)™ < o
m=1 n=1 (mn)

Hon nita theo [9], {5 (1 X,,):mn=1}
12 mang cac bién ngau nhién nhan gia tri
trong E compact kha tich déu theo nghia
Cesaro nén {X, :m,n>1} thoa cac diéu
kién cua Dinh ly 2.3, do d6 ta thu dugc

luat manh s6 16n

lim —ZZ

mvn—o mn il = l

5'(,X,) = 0 hec.

Tur day ta co

lim d (—ZZX —ZZEXl,)

mvn—»w 11]1 11/1

= lim —22(5( X,;)-6"(LEX)))

WIVVI—POOm i-1 /1

= lim —ZZ(é( X;)—E(5"(5X,)))

mvn~>oo i=1 j 1

=0 h.c.c.



Pinh ly da dugc chung minh.

Hé qua 2.4 Gia st 1< p<2 va
(X, :mn>1} la mang cac bién ngiu
nhién da tri thoa cac diéu kién cua Dinh
ly 23 véi A, =[2"",2"x[2",2)),
k>1,/>1 (hoic, trong trudng hop tong
,d)x[q"".q") véi kI du
16n va ¢ >1) va thoa thém diéu kién
>3 A ) <o

m=1 n=1

quat A, =[g o

Khi d6 két luan cua Pinh ly 2.3 duoc
thoa man.

Chitng minh. Trong trudong hop nay
ta co @(i, j) = O(1).Nhu vay, tir Dinh ly

2.3 ta thu duoc két luan.

Hé qua 2.5 Gia s 1<p<2 va
{X,,:mmn=1} la mang céac bién ngau
nhién da tri théa cac diéu kién cia Dinh
1y 2.3 v6i A, =[2°, 20D )x 2", 20"y |
O<a<1,0<p<1va

E(‘X}ﬂﬂ
33 )

m=1 n=1

Khi d6 két luan cia Dinh ly 2.3 duogc

thoa man.

Chitng minh. Két luan suy ra tir Dinh 1y

2.3va

(i, j) = O((logm)" ™" (log n)™"7).

Hé qua 2.6 Gia su 1< p<2 va

{X, :mn>1} la mang cic bién ngiu

nhién da tri théa cac diéu kién cua DPinh

— =~ ((logm) """ (log m) )P < o,
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1y 2.3 véi
Ay =K, k+ D) X[7,(1+1)P),a > 1, B> 1,

va néu

= E
Sy Al <

m=1 n=1 M

Khi d6 két luan cua Pinh 1y 2.3 dugc
thoa man.

Chirng minh. Két luan suy ra tir Dinh ly
2.3 va (i, j) = O(m"“ n"").

Hé qua 2.7 Gia so¢ 1<p<2 va
(X mn>1} la mang cac bién ngiu
nhién da tri tuy y thoa céc diéu kién cia
Pinh 1y 2.3 voi

o E(X,, ")
;;—mn < ©

Khi d6 két luan cua Pinh 1y 2.3 duoc
thda man.

Chirng minh. Két luan suy ra tir Dinh ly
2.3 v6i nhan xét ring mang cac bién ngau
nhién da tri bi chan kha tich nhan gia tri
compact 16i 1a 0-phu thudc theo khdi
tuong tmg v6i cac khdi

A, =k k+Dx[LI+1),k>1,1>1

va @(i, j) = O(mn).
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