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STRONG LAWS OF LARGE NUMBERS FOR SEQUENCES
OF PAIRWISE M-DEPENDENT FUZZY RANDOM VARIABLES

LUAT MANH SO LON CHO DAY CAC BIEN NGAU NHIEN
MO M-PHU THUOC POI MOT

Hoang Thi Duyén
Truong Dai hoc Quang Binh

ABSTRACT: In this paper, we establish strong laws of large numbers for sequences
of identically distributed pairwise M-dependent fuzzy random variables in separable

Banach space.

Key words: Fuzzy random variables, pairwise independent, pairwise M-dependent,

expectation.

TOM TAT: Trong bai bdo nay, ching téi thiét Idp mot sé ludt manh sé 1om cho day
cdc bién ngau nhién mo M-phu thuéc déi mét ciing phdn phéi trong khéng gian Banach

thyc kha ly.

Tirkhéa: Bién ngc?u nhién mo, doc lap doi mot, M-phu thudc doi mot, ky vong.

1. GIOI THIEU

Nhimng nghién ctru vé bién ngiu
nhién mo da duoc khoi xudng boi Feron
[4], Kwakernaak [7,8], Puri va Ralescu
[6]. Dac biét, Puri va Ralescu [6] da dua
ra khai niém bién ngdu nhién mo trong
R?. Sau d6 mot sb dinh ly gi6i han cho
bién ngiu nhién mo va nhing tng dung
ctia n6 da dugc nghién ciru boi nhiéu tac
gia, chang han, Kruse [10] di chimng
minh luat manh s6 16n cho day cac bién
ngau nhién doc 14p va cung phan phdi.
Klement, Puri va Ralescu [9] da thu duoc
luat manh sd 1én va cac dinh ly gi6éi han
cho day cac bién ngdu nhién mo doc lap
va cung phéan phdi trong khong gian R .
Inoue [5] dd ching minh luit manh s
16n cho diy cac bién ngiu nhién da tri,
tight, doc 14p va cac bién ngiu nhién mo
doc lap, cung phan phéi trong khong gian

Banach thuc kha ly. Li va Ogura [11] da
thu duoc luat manh sb 16n cho day cac
bién ngau nhién mo trong hai trudng hop
ddc lap, compact kha tich déu va doc lap,
cung phan phdi trong khong gian Banach
thyc kha ly. Gan dy, Castaing, Godet-
Thobie, Duyen va Raynaud de Fitte [2],
Quang va Duyen [12, 13] da nghién cuu
vé bién ngau nhién mo trong khong gian
Suslin 16i dia phuong va dua ra mot sb
mg dung vé luat manh s6 16n cho day va
mang cic bién ngiu nhién mo trong
khong gian Banach thuc kha ly. Castaing,
Duyen va Hess [3] da nghién ctru vé bién
ngau nhién da tri M-phu thudc doi mot va
thiét 1ap cac loai hoi tu khac nhau cho
diy cac bién ngiu nhién da tri do. Tuy
nhién cho dén nay luat manh s6 16n cho
diy cac bién ngau nhién mo dudi cau triic
M-phu thudc van chua dugc nghién ciu.
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Muc dich cta bai bao nay 1a thiét
lap luat manh s6 16n cho day cac bién
ngau nhién mo M-phu thudc déi mot va
cing phan phdi trong khong gian Banach
thuc kha ly.

Trude hét chung toi xin gidi thiéu
mét sb ki hiéu, dinh nghia dugc sur dung
trong bai béo nay. Cho (Q,F.P) la
khong gian xéc suat day du va E 1a khong
gian Banach thuc kha ly. Ta ki hiéu P(E)
1a ho tit ca cac tap con khac rdng cua E,
c¢(E) (tuong ung, cc(E), ck(E), k(E)) la
ho gdm céc tap con dong (twong Gng, 1i
dong, compact 16i, compact) khac rdng
cia E va B(E)1a o -dai s6 Borel trén E.
Vi A,Bek(E),
Hausdorff cua 4 va B dugc dinh nghia

khoang  céach

boi
d,; (A,B) =max{supd(x,B),supd(x, 4);.

xeAd xeB

Anh xa X:Q=E tr Q vao P(E) duoc
goi la 4nh xa da tri. Anh xa da tri
X:Q=E duoc goi la anh xa §-do
dugc néu voi mdi B € B(E), ta cb
X (B)={weQ:X(0)nB=D|eF
Anh xa da tri X :Q = E nhan gia tri
trong c(E) dugc goi 1a bién ngau nhién da
tri néu X 12 anh xa § - do dugc. o - dai
s6 trén c¢(E) dugc sinh boi cac tip

U ={FecE):FnU =},
v6i U la tdp con mo cua E, goi 1a o -dai
s0 Effros va duoc ki higu 1a Bk -

Véi X 1a bién ngiu nhién da tri, ta
ki hieu F,={X'(U)UeB,,},

trong do

X'(U)={weQ: X(w)eU}.
Khi d6 §, 1a o -dai s6 con bé nhat ctia
§ ma X do duoc. Phan phdi cta X 1a mot
do do xac suit P, trén B g va dugc
xac dinh bdi

P () =P(X'(U): U eB, .}

Ta ki hiéu LlE (Q,§, P) la khong gian
Banach gém cic bién ngiu nhién
f:Q—E sao cho |f] =E(|/]) <
Néu E =R thi ta viét gon L, (Q,F,P)la
L' . Ta dat
Sy ={f € L,(Q,3,P): f(w) e X(w) h.cc.}

Ky vong EX ciia bién ngau nhién da
tri X trén €2 dugc dinh nghia nhu sau
EX ={Ef: f €S},

trong d6, Ef la tich phan Bochner thong
thuong cta f Bién ngiu nhién da tri X
dugc goi 1a kha tich néu tap S, = J.
Ngoai ra, X dugc goi la bi chan kha tich
néu bién ngau nhién thuc

| X [ (@) =sup{| x|: x € X ()}
kha tich. Mot bién ngau nhién da tri bi
chan kha tich thi kha tich nhung chiéu
nguoc lai khong dung.

Mot diy cac bién ngau nhién da tri
{Xn n2> 1} duoc goi 1a doc 1ap (tuong
ung, doc 1ap doi mot) néu day cac o -dai
s6 sinh boi ching {§, :n>1{ doc lap
(twong ng, doc 1ap doi mot) va dugce goi
la cung phan phdi néu tat ca cac phan
phbi PX, ctia chiing déu bang nhau.



Cho M 1a s6 nguyén khong 4m. Day
cdc bién ngau nhién da tri {X,:n>1}
duoc goi la M-phu thudc do61 mat néu
{X,.,Xj} doc lap khi j—i>M. Tu
dinh nghia trén ta thay rang, day cac bién
ngau nhién da tri 0-phu thudc do6i mot 1a
doc lap doi mot.

Theo Zadeh [14], tap mo 1a 4nh xa
u:E —[0,1] sao cho:

(1) u 1a anh xa nua lién tuc trén;

(i) {xeE:u(x)=1} #J,

(iii) « 12 ham 16i mo, nghia 13, vé6i
moi A €[0,1] vavsimoi x,y € E, tacd

u(Ax+({1-2)y) > min{u(x),u(y)}.
Véi mdi tap mo u trong E, tdp o -mikc

lién két voi u duoc dinh nghia boi
u,={xeE:u(x)za}, ae(0,1].
Ta con dinh nghia
u =clixeE:u(x)>a}, a<l0,])

Cho u va v la hai tdp mo trong E va

A € R, ta dinh nghia cac phép toan sau

day
(u +v)(x) = sup min{u(y),v(z)}
{u(ﬂf‘x), A#0
Au(x) =
Ly, (x), 1=0.

Theo [11], u+v va Aula cac tdp mo
trong E. Hon nita véi mdi a € (0,1] ta co
[ +v], =[], V], L], = Alul,.
Theo [2], bién ngdu nhién mo 1a
S ®B(E) -do
X :QxE —[0,1]
we), anh xa X(w,.):E —>[0,1] xac

anh xa duoc

sao cho véi moi
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dinh boi X(w,.)(x) = X(w, x) la tap
mo. V6i mdi bién ngdu nhién mo
X:QxE —[0,1], tip o -muc lién két
vo1 X dugc dinh nghia
X, (0)=[X(,)],

={xeE: X(w,x)2a},
trong d6 w € QQ, a € (0,1]. Ta con dinh
nghia
X (@)X (a,)].

=cl{xeE: X(w,x) > a}
voi weQ, a €(0,1]. Khi d6, anh xa da
tri X, :Q = E 1 bién ngdu nhién da tri
nhan gia tri trong khong gian cc(E) véi
modi « € (0,1]. Tuong tu, anh xa da tri
X, :Q=E 1a bién ngiu nhién da tri
v6i méi a €[0,1). Gia sir xa hon ring,
véi méi weQ, X, (w) la tip con

el .

compact cua E va anh xa g = ‘X o
Khi d6 bién ngdu nhién da tri
X, : Q= E nhan gia tri trong ck(E) va
bi chan kha tich. Twong tu v&i modi
ael0,]), X . :Q=E la bién ngiu
nhién da tri nl:én gia tri trong k(E). Véi
X, Y 1a céc bién ngﬁu nhién m¢ xac dinh
trén QxEva A € R, ta dinh nghia

(X +Y)w,x)=X(w,x)+Y(w,x)

AX)w,x) =AX(w,x).
Khi d6 véi méi a € (0,1], ta c6
(X+Y], =X,+Y ,[AX], =4X,.

Ky vong md ciia bién ngiu nhién
nhan gia tritdp mo X : QxE —[0,1] 1a
mot tdp mo EX:E— [0,1] sao cho
[EX], = EX, véimoi a € (0,1].
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2. CAC KET QUA CHINH

Pinh ly 2.1 [3, Hé qua 5.6] Cho
{X,:n>1} 1a day c4c bién ngdu nhién
da tri M-phu thudc do6i mdt, cung phan

phéi va bi chédn kha tich nhan gia tri trong
limd

ck(E). Khi do
1 n
limd, (;ZX le =0 h.c.c.
i=I

Ap dung két qua trén, chung toi
thiét 1ap luat manh sd 1én cho diy cac
bién ngiu nhién mo twong Ung voi
khoang cach Hausdorff trong truong hop
cung phan phdi.

Dinh Iy 2.2 Cho {X" :n 21} la day cdc
bién ngiu nhién mo xac dinh trén QxE
thoa man céac diéu kién sau:

(i) X,.(w) latap con compact cuia E voi

moi w el

(ii) g =sup

n>1

(iif) {7 :n>1} la diy M-phy thude doi

va voi moi n>1;
1
X, |eL;

mot va cling phan phdi véi mdi « € (0,1];
(iv) {XZ+ :nZl} la day M-phu thudc
d6i mot va cung phan phdi v6i mdi
a e[0,1);

(v) V&i mdi & >0, ton tai phan hoach
O=q,<a <..<a,=1 cua [0,1] sao
cho maxd,, (E@X;h ).EX} ) <e.

Khi do

lim sup d (—z

=% 0e(0,1]

,EX!)=0 h.c.c.

Chitng minh. Gia st & >0 tuy y. Khi d6

b6i (v), ton tai phan  hoach

O=q,<¢ <..<a,=1]0,1] sao cho
F}Caxd (E((:oX1 P2 EX,)<s.

Véi méi a e€(0,1], ton tai k=1,..., m

(phu thudc a) sao cho a,  <a<q,.

Khi @6 ta c6
1 &
_ZX;
no

EX) c EX,cE(coX' ).

—ZX’ —ZX’; :

i=1

Ta co

4, YK EX) <, (X, LEX,)
+d,, (% iX% ,E(E)X;Ll )
<d (— ZX’ EX)
ﬂ%%Z&fﬂ@X;»
e
+2d, (E(E)X;L ).EX,,))
<d, (%ZHZX; EX,)

+d,, (— ZXQ ,E(coX ))

k 1

+2d, (E(co)(; ),E)(;k )
< 1
maxd (3., X,

+maxd,, (— Z:X’+ ,E(coXl ))

1<k<m
+2maxd, (E(coX'. ),EX!))
1<k<m % k

=1+1+1l.



Véi mdi k=1,..., m, 4p dung Pinh
1y 2.1 cho day céac bién ngu nhién da tri
{X o N2 1} nhan gia tri trong ck(E) va

bi chan kha tich ta thu dugc gidi han

limd, ( ZX’ EX, j:Oh.c.c

i=1
m. Vi
vay, I —> 0 h.c.c khi n — 0. Ngoai ra,

khi n — o0 v&1 moi k=1,...,
véi mdi k=1,..., m, vi ddy cac bién ngau

nhién da tri {coX "on2 1} nhén gia tri

k-1

trong ck(E) thoa man cac diéu kién cua

Pinh 1y 2.1 nén ta c6

n—»0

limd,, (lzax; ,E(coX! )j =
n'is e '

h.c.c khi # — 0. Do d6, tir [1, B6 dé] ta
thu duoc

limd, (lZX; ,E(coX! )j =0
nio k! ‘

n—>0

h.c.c khi n —>o. Vay Il — 0 h.c.c khi
n—oo. Voilll, tur (v) tasuyra 11l < 2&
véimoi n>1.

Két hop cac 1ap luan & trén ta thu duoc
1 & L

dy(=> X.,EX,)<I+1l+2¢
n

véi moi m>1. Vil I va & khong phu
thudc vao o nén ta co bat dang thire

sup d,, (— ZX’ EX))<I+11+2¢
ae(0,1] P
v6i moi n > 1. Trong bét dang thuc trén,

cho n—> o ta nhan duoc

lim sup d,,(— ZX’ EX))<2ehece.

2% 6e(0,1] n-5

Vi €>0 tiy y nén ta suy ra ngay két
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luan cua dinh ly. Pinh ly da dugc ching
minh.

Trong truong hop E 1a khong gian
Banach thuc kha ly phan xa, ta c6 dinh ly

sau day.
Pinh ly 2.3 Gia sut E la khong gian
Banach thyc kha ly phan xa va

{X":n21} la ddy cic bién ngdu nhién
mo xé4c dinh tréen QxE thoa cac diéu
kién sau:

(i) X, (w) la tap con compact cia E
voimoi @ € Q vavéimoi n>1;

1
X,.|eL;

(i) g =sup

n=1
(i) {X]:n21} la day M-phy thuge
déi mét va cung phan phdéi véi moi
a € (0,1];
(iv) Anh xa a > X lién tuc trai vo
huéng trén (0,1].

R 86
ngg d q ZX’} | Ex ]aJZOh.C.C.

Chitng minh. Vi { X[ :n>1} 1a day céc

bién ngau nhién da tri M-phu thudc doi
mot cung phan phdi nhan gia tri trong
ck(E), bi chin kha tich véi mdi « € (0,1]
nén tr Pinh ly 2.1 ta c6

limd,, (— Z

n—o0

,EX!)=0h.c.c.
Ngoai ra vi

d,(— ZX’ EX')<g+Eg

i=1



TCKH&CN, 22.(01), 2022

voi moi 7 >1 va véi moi a € (0,1] nén
ap dung dinh 1y hdi tu bi chén Lebesgue,
ta nhan duoc

n—0

1 n
lim [ dH(%ZX;,EX;) da =0 hc.c.
0 i=1

Hon nita, vi E 1a khong gian Banach thuc
kha ly phan xa nén tir didu kién (iv), ap
dung [1, Dinh ly 4.7], ton tai duy nhat ky
vong mo EX' sao cho [EX'], = EX]
véi mdi a €(0,1]. Do d6 ta thu duoc

ludt manh so6 16n

o 1& ] =
lim | d, L[;;X L [EXleda:Oh.c.c.

0

DPinh ly da dugc chiing minh.
3. KET LUAN

Trén day, ching t6i da thiét 1ap luat
manh s6 16n cho diy céc bién ngiu nhién
md M-phu thugc d6i mot cing phan phoi
tuong ung véi khoang cach Hausdorff
trong hai truong hgp E 1a khong gian
Banach thuc kha ly (Pinh ly 2.2) hoac
khong gian Banach thuc kha ly phan xa
(Pinh 1y 2.3). Céac két qua & trén 1a méi,
gép phan 1am phong phu thém cho huéng
nghién ctru vé luat manh s6 16n cho bién
ngiu nhién md noi riéng va cac dinh ly
gidi han trong xac suat n6i chung.
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